
Numeris
he Methoden der AstronomieBeispiel 34Kenn Mi
hael (8725258)9. Juni 2010De�nition 1 (Legendre-Polynome) Die Polynome Pn(x) de�niert dur
h dieRekursion
P0(x) = 1

Pn−1(x) = xPn(x) −
x2 − 1

n

d

dx
Pn(x)heiÿen Legendre-Polynome.Satz 1 Das n-te Legendre-Polynom Pn(x) ist gegeben dur
h

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)nSatz 2 (Orthogonalität) Die Legendre-Polynome sind orthogonal bezügli
hdes Skalar Produkts

〈Pm|Pn〉 =

∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dxFür den Beweis de�nieren wir zunä
hst
Qn(x) = (x2 − 1)n

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
Qn(x) =

1

2nn!
Q(n)

n (x)Eine wesentli
h stärker Aussage als die Orthogonalität selbst ist folgendes Lem-ma:Lemma 1 ∀n, l < k, k = 1, 2, . . . n:
〈xl|Q(k)

n (x)〉 = 0Beweis per Induktion über k:
k = 1 → l = 0

〈1|Q′

n(x)〉 =

∫ 1

−1

dQn(x)

dx
dx = 0

k − 1 → k mit l < k

〈xl|Q(k)
n (x)〉 =

[

xlQ(k−1)
n (x)

]1

−1
︸ ︷︷ ︸

Qn(x) hat n−fa
he 0−Stelle bei ±1

−

∫ 1

−1

xl−1Q(k−1)
n (x)dx

︸ ︷︷ ︸wegen Induktionsvoraussetzung=0
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